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В данной работе описано создание математической модели газодинамики и 
теплообмена шахтной печи для переплавки медных пластин. Также создан про-
граммный продукт, рассчитывающий изотермическую и неизотермическую зада-
чи движения газов, задачи теплообмена. В результате расчета получены таблицы 
распределения параметров (температуры, скорость и др.) с возможностью экс-
порта в MathCad для графического отображения.
Ключевые слова: математическая модель, газодинамика, шахтная печь, дис-
кретный аналог, среда программирования Microsoft Visual Studio 2010, MathCad.
In this article there are description of creation of mathematical model of gas dynamics 
and heat transfer of a shaft furnace for melting copper plates. As well software was cre-
ated, which calculates the isothermal and non-isothermal gas movement, heat transfer. As 
a result there are distribution table of parameters (temperature, velocity, etc.) obtained. 
Data can be exported to MathCad for graphical visualization. 
Keywords: mathematical model, gas dynamics, shaft furnace, the discrete analog en-
vironment of programming Microsoft Visual Studio 2010, MathCad.
Работы по математическому моделированию шахтных печей в последнее 
время находят большой интерес, но вопрос о надежных методах оптимиза-
ции их конструктивных и режимных параметров все еще остается актуаль-
ным. Имеющиеся математические модели газодинамики и теплообмена не 
учитывают механизма движения слоя материала, подвергающегося тепло-
вой обработке. В каждой конкретной шахтной печи источники движения 
материала специфичны, однако имеется класс агрегатов, в которых побуди-
тельной причиной движения является плавление шихты. К данному классу 
агрегатов относится шахтная печь для переплавки медных пластин. В этом 
случае скорость движения (опускания) материалов сама является суммар-
ным результатом развития теплофизических процессов, что должно найти 
отражение в математической модели шахтной печи.
Физическая постановка задачи заключается в следующем (рис. 1). 
В шахтную печь высотой H и характерным средним радиусом R через ди-
скретно расположенные газораспределительные устройства диаметром d
ф
 
(в дальнейшем называемые фурмами) вдувается газ в количестве QV, м3/с, 
с температурой T0,
оС. Для создания необходимой высоты зоны плавления 
газораспределительные устройства размещаются на трех горизонтах, при-







, м. Сверху в печь загружают шихтовые материалы, эквивалентный 
диаметр частиц которых d
м0
, м, температура – t0, 
оС, а объемный расход – 
Q
м
, м3/с. В процессе передачи теплоты от газов к материалу происходит 
нагрев, плавление и перемещение последнего. Требуется найти распреде-
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ление температур и скоростей материа-
ла и газов в объеме печи.
Хотя горячий газ вводится в рабочее 
пространство печи дискретно, счита-
ем движение теплоносителей осесим-
метричным. Основанием для такого 
упрощения является то обстоятельство, 
что для рассматриваемой конструкции 
печи расстояние между осями фурм по 
окружности наружной поверхности не 
превышает 0,54 м, а при этих условиях 
уже на расстоянии R от плоскости фурм 
течение газов становится практически 
двумерным.
Математическая формулировка поставленной задачи в предположении о 
безвихревом установившемся характере движения газов и материалов вклю-
чает следующие уравнения.
Уравнение баланса массы газов (уравнение неразрывности):
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 – радиальная и ак-
сиальная компоненты скорости газа, м/с; r
г
 (кг/м3) и e (доли единицы) – плот-
ность газа и порозность слоя соответственно. Вводя функцию тока y(r, z), 
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Уравнение теплового баланса (энергии), объединенное с уравнением не-
разрывности, запишется так:
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и T – удельная теплоемкость [Дж/(кг⋅К)] и температура (оС) газа; t
мас
 и 
L – среднемассовая температура (оС) и удельная теплота плавления (Дж/кг) 




материала; aV – объемный коэффициент теплопередачи, Вт/(м
3⋅К); g =
= ( )3 30 03м м м/d d d− − степень расплавления куска шихты, доли; rм – плотность 
материала «куска» шихты, кг/м3; t – время, с.















г 1ф 1ф 1ф
ф
ф ф
г г 1ф 2ф
фг
г г 2ф 2ф
ф














Q r z H ;
Q r R z ;
Q r R z H ;
d d dQ
Q z H r R H z H ;
d
d d
Q Q r R H z H ;
dQ
Q Q z H r R H
d
r = ≤ <
r ≤ ≤ =
r = ≤ <
 r
r − − + = − ≤ ≤ + 
 
r −r = + ≤ ≤ −














г г г 2ф 3ф
ф ф фг















Q Q Q r R H z H ;
d d dQ
Q Q Q z H r R H z H ;
d
d
r R H z H .
















r −r −r = + ≤ ≤ −

  rr −r −r − − + = − ≤ ≤ +   

 = + ≤ ≤

+ + =
 ∂y/∂z = 0 при z = H и 0 ≤ r ≤ R. (5, а)
Заметим, что соотношение (5, а) эквивалентно утверждению об одно-
мерном характере движения газов на выходе из слоя.
На стенках печи (кроме фурм) задаются потери теплоты конвекцией и 
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где k – коэффициент теплопередачи от газа в рабочем пространстве печи 
в окружающую среду, Вт/(м2⋅К); a1 и a2 – коэффициенты теплоотдачи на 





на (м) и коэффициент теплопроводности [Вт/(м⋅К)] i-го огнеупорного слоя 
кладки, соответственно; l
г
 – коэффициент теплопроводности газа у вну-




На уровне засыпи, а также у стенки печи движение газа одномерное, 
поэтому уравнение теплового баланса упрощается до соотношения
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при z = H, причем здесь t
мас
 = t0 = const. Тогда уравнение (7) превращается в 
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где А – постоянная интегрирования. При r = R и z = H
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при z = H и 0 ≤ r ≤ R.
Совокупность уравнений (1)–(7, б), представленная (в различных соче-
таниях) в конечно-разностном виде, составляет математическую инженер-
ную модель шахтной печи для переплавки медных пластин. 
Полученная математическая модель была реализована в среде Microsoft 
Visual Studio 2010 Professional и MathCad. Программный продукт состоит из 
нескольких блоков, которые выполняют следующие функции:
1. Загрузка исходных данных, включая все геометрические, расход-
ные и теплофизические параметры. Предусмотрен ввод горячих газов на 
трех горизонтах печи, причем соотношение расходов на горизонтах можно 
менять.
2. Решение изотермической осесимметричной задачи в цилиндриче-
ской системе координат, при этом порозность слоя принимается постоянной, 
среднестатистической.
3. Решение задачи теплообмена (т.е. уравнения нагрева материала и 
охлаждения газов) на основании полученного поля скорости. Теплофизиче-
ские свойства газов и материалов принимаются зависящими от температу-
ры. Пункты 2 и 3 образуют предварительный этап решения задачи.
4. Решение неизотермической задачи движения газов. Данный этап 




В качестве примера на рис. 2 и рис. 3 представлены график линий тока 
(экспортированный в MathCad) и распределение температур материала по 
радиусу печи. 
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Рис. 2. График линий тока в Mathcad Рис. 3. Распределение температур мате-
риала по радиусу печи
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